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Resumen: El estudio de la famosa transformacién de Boole y sus diferentes parametrizaciones
se ha hecho desde el contexto de la teoria ergddica para medidas infinitas. Se sabe
muy poco sobre el estudio de estas transformaciones desde la perspectiva de sistemas
dindmicos topolégicos (puntos periddicos, conjuntos invariantes, transitividad, conjunto
no-errante, etc.), y mucho menos se sabe sobre la estabilidad de los fendmenos
dindmicos que se encuentran en este tipo de transformaciones. En este trabajo
consideramos un modelo geométrico de la transformacién de Boole y mostramos que
es transitiva, es decir, posee una Orbita densa en R. También, probamos que un tipo
de traslacion (un tipo de parametrizacién) del modelo geométrico de la transformacién
de Boole posee un conjunto de Cantor invariante transitivo, cuyas Orbitas periédicas
son densas en tal conjunto. Para ello, usamos el método cldsico para obtener
conjuntos de Cantor dinimicamente definidos. Finalmente, adaptando métodos para
transformaciones no acotadas con una discontinuidad, mostramos que, si B es una
transformacién tipo Boole, entonces para cada € > 0 la traslacién Bg es robustamente
transitiva.

Palabras clave:  Orbitas Periédicas, Robustamente Transitivo, Transitividad, Transformacién de Boole,
Traslaciones.

Abstract: The study of the renowned Boole transformation and its different parametrizations have
been made from the context of the ergodic theory for infinite measurements. Very little
is known about the study of these transformations from the perspective of topological
dynamic systems (periodic points, invariant sets, transitivity, non-errant set, etc.), and
much less is known about the stability of the dynamic phenomena found in this type
of transformation. In this work we show a geometric model of Boole transformation,
which results to be transitive, that is, it has a dense orbit in R. Also, we show that a
type of translation (one type of parameterization) of the geometric model of the Boole
transformation has a transitive invariant Cantor set, whose periodic orbits are dense in
such a set. For this, we use the classical method to obtain dynamically defined Cantor
sets. Finally, adapting methods for unbounded transformations with a discontinuity, we
proved that, if B is a Boole transformation, then for each € > 0 the translation Bg is
robustly transitive.

Keywords: Periodic Orbits, Robustly Transitive, Transitivity, Boole Transformation, Translations.

@ http://novasinergia.unach.edu.ec



https://orcid.org/0000-0002-7737-3847
https://orcid.org/0000-0001-7147-1422
https://orcid.org/0000-0001-5458-8768
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

UNIVERSIDAD
n a c NACIONAL DE
CHIMBORAZO

1 Introduccion

La historia de la transformacion de Boole
comienza en 1857, cuando George Boole prueba
que la funcién B : R\ {0} — R dada por
B(x) = x — i preserva la medida de Lebesgue y
descubre la sorprendente férmula:

+oo oo 1
[ 1wdx= [ flx=1)ar M)

es verdadera para cualquier funcién f: R — R
Riemann integrable (Boole, 1857). Tal funcién hoy
en dia es conocida como transformacién de Boole.
Mis tarde, Adler y Weiss (1973), demuestran que,
B es ergddica respecto a la medida de Lebesgue.
Es este un hecho interesante, debido a que existen
diferencias fundamentales entre espacios de medida
infinita y espacios de medida finita. Después de lo
cual, varios autores han trabajado en las propiedades
ergddicas de parametrizaciones de B, algin tipo de
generalizacién y en transformaciones que preservan
medidas infinitas (Aaronson, 2007, 1983; Neuwirth,
1978; Prykarpatsky y Feldman, 2006). Hasta aqui
el estudio de esas aplicaciones, ha sido de tipo
ergddico y no sobre las propiedades de dindmica
topolégica como el conjunto de puntos periddicos y
transitividad, este dltimo importante en el concepto
de caos dindmico; aunque recientemente en Mufioz
(2015) se presentan condiciones para las que, una
clase de familias con propiedades parecidas a la
transformacion de Boole, sea transitiva.

En Prykarpatsky y Feldman (2006) se estudia
la ergodicidad de familias parametrizadas de la
transformaciéon B, una de esas es de la forma
Bue(x) =x— ¢ +¢ paraa >0y e>0. También
se demuestra que preserva una medida infinta, pero
no es ergddica respecto a esa medida. Lo anterior no
significa que estd todo perdido. Aqui consideramos
un modelo geométrico de la transformacién de
Boole y probaremos algunas propiedades dindmicas
para un tipo de traslacién o parametrizacién de
dicho modelo geométrico que posee las principales
propiedades de la transformacién de Boole, que
llamaremos tipo Boole, como se puede apreciar en
la siguiente definicion:

Definicion 1.1. Una transformcién B : R\ {0} —
R de clase C! es tipo Boole si

a) B'(x) > 1 para todo x;
b) lim B(x) = —coy lim B(x) = +oo;
x—0t x—0~

¢) B(x) # x para todo x;
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d) lim (B(x)—x)=0y xgrzlm (B(x)—x)=0

X—rtoo
La traslacion (o parametrizacién) de B de la que se
ha venido mencionando, viene dada por la forma
mostrada en 2, en donde para cada € € R, se define

B(x)+¢, si x>0
Be(x) := 2
B(x)—e, si x<0

De aqui en adelante esta transformacién sera
referida como FTB.
En concreto se prueba lo siguiente:

Teorema 1.2. Si B es una transformacion tipo
Boole entonces, para cada € > 0, existe un conjunto
cantor Ag invariante respecto a la transformacion
Be, tal que Bg|a, es transitiva y su conjunto de
puntos periodicos es denso en Ae. Ademds, six € Ag
se tiene que, |B"(x)| = +oo cuando n — oo,

En el estudio de los fenémenos dindmicos, es
muy interesante saber si ellos son persistentes
bajo perturbaciones, una forma de persistencia
significa que al perturbar, el nuevo sistema obtenga
algunas caracteristicas del sistema original, como
por ejemplo propiedades dindmicas (los mismos
puntos periddicos, transitividad). Dado el siguiente
conjunto:

F;:={f:R\{0} = R: fesdeclase C'}, (3)

parai=0,1,2.

Diremos que g € Fy es & — C? préximo de B
si |g(x) — Be(x)| < & para todo x # 0. También,
diremos que g € Fy es 8 — C' préximo de Be si g
es 8 — C? préximo de B y |g'(x) — BL(x)| < & para
todo x # 0. Sea f € [F; tal que f posee un conjunto
de cantor Ay invariante y transitivo. Diremos que
f es robustamente transitivo si existe 8 > 0 tal que
si g € F; es 8 —C! préximo de f, g posee un
conjunto de cantor A, invariante transitivo y g| Ag
es topoldgicamente conjugado a f]| Ay» lo ultimo
significa que existe un homeomorfismo i : A, —
Ay tal que foh(x) =hog(x) paratodox € A,.
Teorema Principal 1. Sea B una transformacion tipo
Boole. Para cada € > 0, la transformacién B¢ es
robustamente transitiva.

2 Metodologia

En la revision bibliografica se pudo constatar
que existe muy poco avance en el estudio de
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la dindmica topolégica, como lo son puntos
periddicos, transitividad, robustez transitiva, etc.,
en las parametrizaciones de la transformacién de
Boole. Aunque, si encontramos que existen estudios
desde el punto de vista de la teoria ergddica.

En la familia de traslaciones de la transformacién
tipo Boole, usamos el método tradicional para
la construccién de conjuntos de Cantor, estos
métodos se pueden encontrar desarrollados en
Devaney (1989) y Robinson (1999). Adaptamos
esos métodos, con cierto cuidado ya que las
transformaciones tipo Boole poseen una asintota
vertical, para mostrar que Apg, es un conjunto de
Cantor invariante para todo € > 0. Para probar que
Ap, es transitiva respecto a Be para todo € > 0,
usamos un método bastante tradicional en sistemas
dindmicos que propone conseguir una conjugacion
topolégica (ver parte final de la introduccién para
su definicién) entre B| Ag, Y €l shift unilateral 6 (ver
inicio de la demostracién del Teorema 1.2 para su
definicion).

Para considerar el modelo geométrico de la
transformaciéon de Boole, lo que hicimos fue
considerar su diferenciabilidad, por lo menos exigir
que sea de clase C!, su derivada mayor que 1 para
todos los puntos del dominio, considerar sus dos
asintotas, la vertical en x = 0 y la asintota oblicua
en y = x y finalmente pedirle que no tenga puntos
fijos, ver definicién 1.1.

Para obtener el Teorema principal, el método
usado fue descifrar lo hecho en Robinson (1999)
para la funcién logistica y lo hecho en Mufioz
(2015), para transformaciones no acotadas con
una discontinuidad, adaptarlo a nuestro caso, de
manera que las perturbaciones 8-C' préximas a B
obtuvieran puntos fijos hipebdlicos, es decir, puntos
fijos con derivada estrictamete mayor que 1, ademas
las perturbaciones se realizan dentro del espacio de
las transformaciones C! con una discontinuidad en
x=0.

3 Resultados y Discusion

Comenzaremos con algunos resultados preliminares
y notacién bdsica necesaria para alcanzar nuestro
objetivo.
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3.1 Preliminares

Considere la traslaciéon de una transformacion tipo
Boole B,

B(x)+¢, si x>0
Bs(x) = 4)
B(x)—e, si x<0

observe que las restricciones sobre cada
componente conexa es un difeomorfismo
de clase C! sobre R, es decir,
B_g|(—w00) i (—0,0) = Ry Big[(0,4o0) : (0,+00) >
R, son difeomorfismos crecientes de clase C!. La
siguiente observacién de funciones derivables serd
de utilidad en este trabajo.

Observacion 3.1. Sea J unintervaloy f:J C R —
R derivable tal que f’(x) > 1, para todo x € J. Si
existe xo € int(J) y f(xo) = xo, entonces

a) f(x)>x,Vx>xp,conx€elJ;
b) f(x) <x,Vx<xp, conx€J

Puntos fijos

Por la observacién 3.1, Be posee s6lo dos puntos
fijos, uno xp € (—e0,0) y el otro x; € (0, +-eo).
Ahora, existe xo; € (x9,0) tal que B_g(x1) =
Xo1 y existe xo1 € (0,x1)) tal que Big(xo) =
xo1- Denotado por Iy = [xg, x01] C (—0,0), I} =
[x10, x1] C (0,+00) y I = [xo, x1].

Observacion 3.2. Ya que B'(x) > 1 para todo x # 0,
se tiene que B_g|;, : o — 1y Byg|y, : I — I son
homeomorfismos.

Notacion 3.3. los puntos xp; y Xjp poseen sus
respectivas preimagenes en la siguiente iteracion,
denotaremos por x1jp a la preimagen positiva de
X10 ¥ X010 a la preimagen negativa de xjq, esto es,
B;é(xlg) = X110 ¥ B:é(xlo) = X010, por lo tanto
B ' (x10) = {x110, X010}

Similarmente; denotaremos por xjo; a la preimagen
positiva de xo; y xoo1 a la preimagen negativa de
X01, €Sto es B.T.;l;(x()l) =X101 Y B:é ()C()l) = X001, asi
B '(x01) = {x001, X101}, por lo que:

Bz %(x0) = {X0,%10,%010, X110}, (5a)
Bg % (x1) = {x1,%01,%101,%001 } (5b)

Siguiendo la notacion, en general dado un
punto eventualmente fijo x;, ;. la referencia iy
correspondiente a su preimagen negativa serd iy =
0 y para la correspondiente preimagen positiva
serd ip = 1, es decir, B:é(xil,_,ik) = X0i,..i, ¥
B;é(x,-,,_,ik) =X1j,..;; donde i; =0:1para j=1:k.
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Proposicion 3.4. Si A = [xg,x1]¢ = I, entonces
Be(A) Bi(x)| —
+oo, cuando n — oo,

Proof. La primera parte se basa en la observacion
3.1.

Para la segunda parte, sea x € (xj,+o0), del
hecho que B/ ¢(x) > 1, para todo x € R\{0} y de
la observacién 3.1 se concluye que Big(x) > x.
Luego, iterando x respecto a Bye se sigue que,
B.e(x) < B%¢(x) e iterando sucesivamente se tiene
que B (x) < B! (x), para todo n > 0, es decir,
{Bie(x)}::1 es una sucesién monétona creciente.
Ya que B, tiene un unico punto fijo en (0, +o0),
que es xo. Entonces, B’ (x) — +oo, cuando n —
+oo.  El caso x € (—e,x9) es completamente
analogo. O

Sea,

Ae=B"(I)= () B"(loUL). (6)

n>0 n>1

Proposicion 3.5. Sie > 0. Six € AS\(Up>0B:"(0)),
entonces |Bi(x)| — +oo, cuando n — oo

Proof. Sea x € AS\(U,>0B;"(0)), entonces existe

un j € N tal que Bé( ) € A, aplicando la proposicién
3.4 se sigue facilmente la prueba. O

De la proposicién 3.4, la observacién 3.2 y la
proposiciéon 3.5, la dindmica interesante de la
transformacion Bg esta contenida en el intervalo
= [)C(), xl].

Notacion 3.6. Recordemos que

X0 < x001 < Xp10 < Xo1 <0y x10 <x101 < X110 < X1,
ahora bien denotemos por Ipp = [x0,X001], lo1 =
[X010,%01], Lo = [x10,x101] ¥ 111 = [x110,X1], tales
intervalos I;;, son aplicados difeomorficamente
sobre I;. En consecuencia, B Y(Iy) = o U o
y BZ'(I}) = Ip1 UL, posteriormente B;2(I) =
Ioo Uy UligU I, es la unién disjunta de 22
intervalos compactos. Por otro lado observe que
L, N B (I,) = Iy, con ig,iy € {0,1}, luego como
Be(I;,) =1, entonces Be (I, ) = Be (L, N Bz 1 (I;;)) =
Be(Ii,) N1I;, =1I;; y en general:

Liy.i, =Ly NBg ' ()N ... B "(1;,) (7a)
=1iyNB; ' (I..i,)- (7b)

Para mostrar que A¢ es un conjunto de cantor,
seguiremos de cerca las ideas desarrolladas en
Devaney (1989) y Robinson (1999). Con la
notacién que traemos hasta aqui, los siguientes
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f ﬁj

dos lemas, lema 3.7 y lema 3.8 se encuentran
en (Devaney, 1989), por tal razén omitimos la
demostracion.

Lema 3.7. Para todo n € N se tiene que:
(B (1) =B:"(1) (8a)

= U Lig.ip - (8b)
i0;--sin—1=0,1
Lema 3.8. Para cada iteracion n > 2 de la FTB,
valen las siguiente propiedades:
(@) Para cualquier eleccion ij..
tenemos que:
Lig..iy » N B"(I) = Iiy...i, ,0 U liy..i, 51 es la
union de dos intervalos no vacios 'y disjuntos.

Jp—p € {0,1},

(b) Para dos elecciones distintas digamos
(io...in—1) # (iy...1,_;), tenemos que:

Lig.oiyy NIy 7 = 0; es decir, B;"(I) es la
union de 2" mtervalos cerrados disjuntos.

(¢c) Be aplica la componente I, ; , C Bg"(I)
homeomorficamente  sobre el intervalo

Iil---in—l - Bgn+1(1)

Lema 3.9. Si

A= inf{B.(x) : x € Iy UL} > 1, entonces

L(L..i, ) < XM7"(x1 —x0) para cualquier eleccion

IiO-v-in—l - Bs_n(l)-

Proof. Considere una eleccion .
Luego, por el lema 3.8 se tiene que Li..i,, C
-Ijyi;, C iy C I = [xp,x1]. Usando el Teorema
del Valor Medio, se tiene que L([;) < A~ !(x; —
Xp). Aplicando sucesivamente esto a los siguientes
intervalos de la eleccion se sigue el resultado. [

. C B."(I).

Teorema 3.10. Si B es tipo Boole y € > 0, entonces
Ae = {x € I\Up>0B;"(0) : B(x) € I,Vn € N} es
un conjunto de Cantor.

Proof. De la proposicion 3.4 podemos notar que el
conjunto Ag C IpUT;.

1)Para verificar que A¢ es compacto basta notar
que el lema 3.7 nos dice que A¢ es interseccion
numerable de intervalos compactos encajados.
Entonces, A es compacto.

2)Probemos que A es totalmente disconexo.
Notemos que A% (x; — xp) — 0, cuando k — oo, ()
Ahora, supongamos que A no es totalmente
disconexo, es decir que existe un intervalo

JC A = ﬂB ), luego por *) existe un n > 1
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tal que A7"(x; —xg) < L(J), ademds por el lema
3.7 tenemos que J C B;"(I) = U Ly iy
iQyeeesin—1=0,1
la cual por el lema 3.8 sabemos que es unién
de intervalos disjuntos dos a dos. Por lo tanto
existe una coleccién jo,...,j,—1 € {0,1}, tal que
J Clj,...j,_,» por el lema anterior (3.9), obtenemos
que L(J) < L(Lj,..j, ) < A7"(x1 —x0), lo cual
es una contradicciéon. Por lo tanto A¢ no posee
intervalos, en consecuencia Ag es totalmente
disconexo.

3) La demostracion de que A¢ es perfecto, es igual a
la realizada en el Teorema 4.1 en Robinson (1999).
En conclusion Ag es un conjunto de Cantor. O

3.2 Prueba de los resultados
principales

Definiremos Xp := {s = (s051...5j...) : §j €
{0, 1} j € N}. Este conjunto es llamado el espacio
de sucesiones de dos simbolos 0 y 1, diremos que
una secuencia s;...s; €s una “palabra”del espacio
Y, de longitud j —i. Ademads, diremos que s, € X5
son iguales (s = 1), si s; =t; para todo j € N.

Con la métrica d(s,1) = ¥ h’z;,t’l es bien
conocido que ¥, es un conjunto compacto. La
funcién shift ¢ : ¥, — X, esta definida como
G(s0s152...) = (sys283...). También, es bien
conocido que G es continua, el conjunto de punto
periddicos es denso y trasitivo.

Proof. (Teorema 1).

Sea B una trasformacién tipo Boole, € > 0 y sea Be
una traslacion de B. Considere S : A — X, para
cadax € Ag, S(x) = 505152 ... donde s; =0 si Bi(x) €
Ioy si=1si Bi(x) € I. S es llamada el Itinerario
de x. La idea es probar que S es una conjungacién
topoldgica entre 6 y Be, de esta manera B tiene
las mismas propiedadades dindmicas que G, es
decir, Bg|a, es transitiva y el conjunto de puntos
periddicos son densos en Ag. Notemos que para
todo x € A¢ se tiene que x = [;;_;,.. y el itinerario
de x es precisamente S(x) =ip...iy.. ..
Inyectividad. Sean x,y € A¢ supongamos que
S(x) # S(y), luego existe j € N tal que BL(x) y BL(y)
estdn en diferentes componentes conexas, es decir,
si S(x) =ip...ij... y S(y) = iy...i;... entonces,
NS I,-()m,-; yxe I,-O_._ij, donde i; # i’j; luego, por el

lema 3.8 Ii{)‘_.i,_ NI, .. =0, asi se concluye que x # y.
J

0---1j
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Sobreyectividad. Considere s € ¥, recordemos lo
siguiente: I, 5, = I, ﬁBgl(lsl) N...NB"(I,);
luego, existe Iy, = Myl una sucesién
encajada de intervalos compactos, donde s, =0 : 1
para k > 0. Por lo tanto existe x € Iy = ﬁ,j:"‘(’)Bg k (Is,)-
En consecuencia, si B’g(x) € I, para todo k > 0,
entonces S(x) = s.

Continuidad. Sea x € A¢ y supongamos que S(x) =
$0...Sp.... Sea & >0, luego existe n € N tal que
2%, < €'y consideremos el intervalo Iy, ., y elijamos
& = A" (x; —xo) tal que si existe un y € A¢ con
|x —y| < & entonces x,y € I, ,; es decir, S(x)
coincide con S(y) en los primeros n+ 1 términos de
la sucesién. En consecuencia, d(S(x),S(y)) < % <
e,

Continuidad de la inversa. La inversa de la
funcién itinerario esta definida como: S~!: Xy —
Ag, donde S~ (sg...5,...) = x.

Dado € > 0, por el lema 3.9 sabemos que existe
ne N tal que V" (x; —x0) < €. Sean s,t € Xy
tales que d(s,1) < zin entonces, se cumple que s; =t¢;
para todo j = 0:n. Por lo tanto S~!(s),S7'(z) €
Iy...s,, €s decir que tomando & = 2% se tiene que
IS7H(s) = S7He)| < A (xy —x0) < €, asi, se
concluye que S~ es continua.

Nos falta probar que, S o B¢(x) = 60 S(x), para
todo x € A¢. Para ello, sea x € Ag, luego sabemos
que existe una Unica intersecciéon de intervalos
encajados tal que x = My>0ly,..5,..., determinada
por el itinerario de S(x) = s = (sos1...), como
Ly..sy = Iy "Bz ' (Iy,) N...N Bz "(I,), por el lema
3.8 sabemos que Be(Iy,..5,) = I,..5,. Por lo tanto
Be(x) € Nn>11y, .5, €0 cOnsecuencia,

S(Be(x)) = S(Be(Mn=01s...5,)) (92)
= S(mnzllsl ...s,,) (9b)
= (S1S2...) (9¢)
=0(S(x)) (9d)

O

Corolario 3.11. Sea B una transformacion tipo
Boole. Sig; >0y €, >0, entonces Bg, |ASl y Be, |As2
son topologicamente conjugados.

Proof. Sean € > 0 y & > 0 arbitrarios, por el
Teorema 1, se concluye que tanto Be, como Be,
son topoldgicamente conjugados con G, donde la
aplicacién itinerario es la conjugacién topoldgica
para dichas funciones. Por transitividad, se sigue
que le |/\£1 ~ BSZ |/\52 : O]

10
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Como consecuencia de la demostracion obtenemos
que

Teorema 3.12. Sea f: R\ {0} — R de clase C' tal
que f'(x) > 0 para todo x # 1. Si existen intervalos
Jo = [ao, bo] C (—o=,0) y Jy = [a1, b1] C (0, +e0)
tales que f'(x) > 1 para todo x € JyUJy y f(Jo) =
[ao, b1] = f(J1), entonces
a) Ar = glf_"(Jo UJ1) es un conjunto de cantor
n=z
invariante por f;
b) f] Ay es transitivo y el conjunto de puntos
periddicos es denso;

c) f\Af es topologicamente conjugado al shift
unilateral 6 : Xy — X».

3.3 Demostracion del Teorema
Principal

Recordemos que

F:={f:R\{0} = R: fesdeclase C'}, (10)
para i = 0,1,2. Decimos que g € % es & — C°
proximo de Bg si |g(x) — Be(x)| < 8 para todo x # 0.
También, decimos que g € F; es 8 — C! préximo de
Be si g es 8—CY proximo de Be y |g/(x) — BL(x)| < &
para todo x # 0.
Lema 3.13. Para cualquier 0 < &y < 1y para toda
funcion g € Fo tal que g es 8y — C° préximo de Be,
se cumple que:

|l () =40y Jim g5 = =

b) L = —oo I = 1oo
) lim g(x) y lim gx) =+

Proof. Por hipbtesis tenemos que:

|g(x) — Be(x)| < 3¢, para todo x € R\{0}
< —§p < g(x) —Be(x) < &
<= Be(x) — 8p < g(x) < Be(x) + o,

Luego, aplicando los limites correspondientes
obtenemos el resultado. O

El siguiente resultado es bien conocido, la
diferencia aqui es que precisamos el intervalo donde
aparece el nuevo punto fijo de la transformacion
perturbada.

Observacion 3.14. Si B una transformacién tipo
Boole y € > 0, entonces dado M > 0 existe A > 1
tal que B, (x) > A para todo x € [—M, 0) U (0, M].
Lema 3.15. Si B una transformacion tipo Boole y
€ > 0, entonces existe 8y > tal que si g es 8 — C!
proximo de By se tiene:
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a) existe un tnico py € (0, +oo) tal que g(p+) =
D+

b) existe un tinico p_ € (—oo,0) tal que g(p_) =
Do

¢) existe A > 1 tal que g'(x) > A para todo x €
[p—,0)U(0, p].

Proof. Como Bg(x) —x — € cuando x — +oo y
también Bg(x) —x — —¢€ cuando x — —oo, existe
M > max{x;, —xo} tal que |Be(x) —x| > £, para
todo |x| > M. Luego, por la observacién 3.14 existe
A1 > 1 tal que Bg(x) > A para todo x € [-M,0)U
(0, M]. Ahora, por otro lado, considere & > 0, pero
acotado superiormente de la siguiente forma: & <
min{—4xo, 2x1, (M —x1), §(xo +M)}. También,
considere &; > 0 suficientemente pequefio tal que
81 < imin{|Be(x; — 8) — (x1 — §)], [Be(x1 +8) —
(x1 +9)[, 5, (Ar —1)}. Para este §;, considere g
8, — C! préximo de Be. Entonces,

g(x1 —8) - (x1 —8) < d +Bg(x1 —5) — (x1 —8),
(11a)

—08 + Be(x1 +98) — (x1 +8) < g(x1 +8) — (x1 +9).
(11b)

Como, 8+Bg(.x1 - 5) — (x1 — 8) <& —26,<0
se sigue que, g(x; —3) — (x; —d) < 0, es decir,
g(x1 —8) < (x; —9d). Ahora, de la forma en que
fue tomado 9, se tiene que —&, + Be(x1 +8) — (x; +
8) > —8, 428, > 0, por tanto g(x; +8) > (x1 +9).
Por el Teorema de valores intermedios existe p4 €
(x; — 8, x; +8). Por otro lado, ya que g es §; —C!
préximo de Be. Entonces, —8; + B (x) < g'(x) <
8, + Bi(x) para todo x € R\ {0}. Ya que, 3, se
tiene que —8, + BL(x) > —& + A para todo x €
(0, M] y de la forma en que tomamos J,, tenemos
—&; +B/e(x) > —%(7\.1 -H+rM =1+ %7\.1. De
esto, tomando A := 1+ %ll, resulta que g'(x) > A
para todo x € (0, M]. Esto junto con el hecho que
p+ € (0, M] prueba el item ¢) y prueba que p es
el tnico punto fijo en (0, M]. Sea x > M, entonces
Be(x) —x > £, Como —8; + Be(x) < g(x) y de la
escogencia de &,

84 Be(x)—x> 752+§ > 8,426,>0. (12)

Luego, g(x) > x. Con esto probamos el item a). La
prueba del item b) es andloga y se toma al final el
menor d,. O

Proof. Teorema Principal 1
Sea € > 0, considere 8, > 0 como en el lema 3.15.

11
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Considere g € F; tal que g es & — C' préximo de
Be. Entonces, 0 < 1 —8, < {g'(x) : x € R\{0}} lo
que implica que g es mondtona creciente restringida
sobre cada componente conexa, en consecuencia
8l(—e0,0) 1 (—20,0) = Ry g[(0,4e0) : (0,+00) = R son
homeomorfismos. Denotemos los puntos fijos de g
como yg ‘= p_ y y1;= p+. También, denotaremos
por yip a la preimagen positiva de yp y yo1 a la
preimagen negativa de y;, esto es g5 (yo) = y10 ¥
g:l (y1) =1yo1. Definimos Jy := [y07y01] C (—0070) y
J1:=[y10,>1] C (0,4-<0). Entonces, por el lema 3.15
g'(x) > 1 para todo x € JoUJ;. En consecuencia,
aplicando el Teorema 3.12

Ag=[)f"(JoUd) (13)

n>1

es un conjunto de cantor, A, es transitivo respecto
gla, ¥ 8la, es topoldgicamente conjugado al shift
unilateral ¢ : X, — X,. Por el Teorema 1.2, Bg| Ase
es topoldogicamente conjugado al shift unilateral
G : Xy — Xp. Por transitividad de la conjugacion
topoldgica g|, es topoldgicamente conjugado a
Be| Ase- En consecuencia, Bg es robustamente
transitivo. O

Corolario 3.16. Sea g € 7, tal que g es 8, — C'
proximo de Be. Si x € Ag\(Un>08"(0)), entonces
|g" (x)| = oo, cuando n — +-oo.

La prueba es andloga a la proposicion 3.5, aplicando
el lema 3.15

3.4 Ejemplos de Aplicacion

Considere la transformacién B, : R\ {0} — R
definida por B,(x) = x — 4. Note que, Bj(x) > 1
para todo x # 0, B, tiene asintota vertical en x =0
y la recta y = x es una asintota oblicua. B, no
tiene puntos fijos, de hecho, Bx) < xsix >0y
Bs(x) < x si x < 0. Lo que significa que B, es
una transformacién tipo Boole para toda a > 0.
Aplicando el Teorema Principal a la transformacién

By(x)+¢€, si x>0
Bae(x) := (14)
By(x)—e¢, si x<0

tenemos que B, es robustamente transitiva para
todo a > 0y € > 0. Esto es, existe un conjunto de
cantor Ay invariante tal que Bge restricto a Aye es
transitiva. Ademads el conjunto de puntos peridédicos
es denso en Age.
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4 Conclusion

a) Si consideramos B(x) = xfi la famosa

transformacion de Boole. Entonces su traslacion
B: converge uniformemente a B, cuando € —
0. Observe que, B estd siendo aproximada por
transformaciones robustamente tansitivas. Note
que, para cada € > 0, A¢ C [—1, 1], donde [—1, 1]
es el intervalo compacto mas pequeiio que contiene
a Ae.  En (Mufioz, 2015) se prueba para B y
las transformaciones tipo Boole que Agp = R\
Un>0B"(0) es un conjunto residual, totalmente
disconexo, invariante y transitivo. Contrastando
ésto con nuestro resultado, nos hacemos las
siguientes preguntas:

Pregunta 4.1. Si B es una transformacion tipo
Boole. De qué forma converge A¢ a Ap, cuando
£—0.

Pregunta 4.2. A patir de qué valor de € > 0
se obtiene que la medida de Lebesgue de A es
positiva.

Pregunta 4.3. Si B es una transformacién
tipo Boole. Bg posee una medida invariante
absolutamente continua a la de Lebesgue. Tal
medida es ergddica.

b) De la forma en que se abord6 la demostracién
del Teorema 1.2, si g € F; es una perturbacién C!
de una transformacién tipo Boole, tal que g tiene
un Unico punto fijo en cada componente conexa,
digamos yg < 0y y; > 0, y g satisface que g’(x) > 1
para todo x € [yg, y1]. Enotnces, existe un conjunto
de cantor A, invariante tal que g restricto a A, es
transitivo. Haciendo el mismo tipo de perturbacién
que se hizo para la demostracion del Teorema
Principal se puede mostrar que g es robustamente
transitiva.

Para probar que A, es transitivo, se hace
consiguiendo una conjugacién topoldgica entre g| Ag
el shift unilateral ¢ : ¥, — ¥,. En consecuencia
g A, tiene la misma dindmica que las traslaciones
de las transformaciones tipo Boole.

¢) Sea B wuna transformacién tipo Boole.
Consideremos € > 0 y definamos la traslacion

B(x)—¢, si x>0
Be(x) := (15)
B(x)+¢g, si x<0
Note que, Be no posee puntos fijos, pero sigue
teniendo asintota vertical en x = 0y B(x) > 1 para
todo x # 0. En (Muifioz, 2015) se prueba que Ap, =
R\ Up>0Bg "(0) es un conjunto residual, totalmente
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disconexo invariante y transitivo respecto a Be.
Entonces

Pregunta 4.4. La
robustamente transitiva.

transformaciéon B es

d) Considere la familia a dos pardmetros B, de
la subseccién 3.4, aplicando el Teorema Principal
y el corolario 3.11, se tiene que si los pardmetros
a,d, e, € >0, entones Bu|a, es topolégicamente
conjugado a Bye/a -

e) Considere la familia a dos pardmetros de la
transformacion de Boole, Be(x) = x — ¢ +¢€, para
a>0y e >0, estudiada en (Prykarpatsky y
Feldman, 2006).

Pregunta 4.5. Bue(x) =x— % +¢ paraa>0y

€ > 0, posee un conjunto invariante totalmente
disconexo, no cerrado, no acotado y robustamente
transitivo.
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